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Lecon 144 - Racines d'un polynome. Fonctions
symétriques élémentaires. Exemples et
applications

Extrait du rapport de jury

Dans cette legon, il est indispensable de bien définir I’ordre de multiplicité d’une racine
(définition algébrique et analytique, quand c’est possible). Les fonctions symétriques
élémentaires et les relations entre coefficients et racines doivent étre maitrisées et pouvoir
étre mises en oeuvre. Des méthodes, méme élémentaires, de localisation des racines ont
toute leur place et peuvent déboucher sur des résultats de topologie & propos de la
continuité des racines.

Il peut étre pertinent d’introduire la notion de polyndéme scindé et de citer le théoréme de
d’Alembert-Gauss. Il est apprécié de faire apparaitre le lien entre la recherche des racines
d’un polynéme et la réduction des matrices. Les candidats peuvent également s’intéresser
aux racines des polyndémes orthogonaux, ou aux régles des signes de Descartes et de
Sturm. L’étude des propriétés des nombres algébriques peuvent trouver leur place dans
cette lecon. La théorie des corps et le cas particulier des corps finis peuvent aussi étre
évoqués de fagon pertinente.

Les candidates et candidats peuvent s’intéresser & des problémes de localisation des
valeurs propres, comme les disques de Gershgorin ou au calcul effectif d’expressions
polynomiales symétriques des racines d’un polynome.

Il ne s’agit par contre en aucun cas d’adapter le plan de la lecon 141 : l'irréductibilité
des polynomes peut étre évoquée mais ne doit pas étre ’élément central de la legon.

Présentation de la lecon

Je vais vous présenter la lecon 144 intitulée : "Racines d’un polynéme. Fonctions
symétriques élémentaires. Exemples et applications.". Le but de cette legcon sera de
donner des généralités sur les racines de polyndmes, de chercher des racines dans des
extensions de corps lorsqu’un polynoéme n’en posséde pas (assez) sur un corps de base,
parler des polyndémes symétriques élémentaires et enfin de donner une application des
racines de polynoémes a la réduction.

Dans une premiére partie, on s’intéresse aux généralités concernant les racines d’un
polynéme. Dans un premier point on introduit ce qu’est une racine d’un polynéme en
rappelant la définition ainsi qu’une caractérisation. Cette caractérisation nous permet
de borner le nombre de racines d’un polynéme et d’en donner une factorisation. On se
rend également compte qu'il existe des polynémes comme (X — 1)? qui sont de degré 2
mais n’ont "qu’une seule racine", il vient alors naturellement la question de multiplicité
d’une racine : c’est ce dont nous parlons dans le deuxiéme point. On introduit ainsi ce
qu’est la multiplicité d’une racine ainsi qu’un exemple et on ré-énonce les corollaires 3
et 4 avec cette notion supplémentaire. On termine ce point par rappeler ce qu’est le
polynoéme dérivé ainsi que la formule de Taylor en vue d’énoncer le corollaire 14 qui
donne une caractérisation de la multiplicité d’une racine. On termine cette premiére
partie avec I’étude du cas réel et complexe ot 'on commence par énoncer le théoréme
de D’Alembert-Gauss puis I'écriture d’un polynéme en produit d’irréductibles dans le
cas complexe puis réel.

On remarque cependant qu’un polynoéme n’admet pas forcément de racines dans un
corps donné. Il est donc nécessaire d’aller dans des sur-corps du corps considéré pour
trouver des racines d’un polynéme. C’est donc pour cela que dans une deuxiéme partie,
on s’intéresse aux extensions de corps. On commence dans une premiére sous-partie a
parler d’élément algébrique en en donnant la définition ainsi qu’un premier exemple,
puis en donnant une caractérisation trés utile en pratique des éléments algébriques. On
conclut cette premiére sous-partie par la définition d’une extension finie et algébrique
ainsi que d’un corps algébriquement clos qui nous seront utiles dans la suite de cette
legon. Dans un deuxiéme point, on s’intéresse aux corps de rupture et de décomposition
(c’est eux qui nous donnerons de nouvelles racines d’un polynéme). On commence
par donner la définition d’un corps de rupture puis on énonce une close d’existence et
d’unicité a isomorphisme prés d’un corps de rupture d’un polyndéme irréductible. On
fait ensuite de méme avec le corps de décomposition et ’on termine cette sous-partie
avec l'existence d’un corps fini & p™ éléments en tant que corps de décomposition
du polynéme XP" — X sur Fp. Dans une troisiéme sous-partie on va s’intéresser a
lirréductibilité de polynomes grace a ses racines. On commence par donner la définition
d’un polynome irréductible avant de passer & des critéres d’irréductibilité ainsi que des
exemples. On énonce notamment les propositions 35 et 37 qui donnent l'irréductibilité
d’un polynoéme en fonction de son degré ou de ses racines et on donne des exemples de
ces propositions. On termine cette partie avec un dernier point consacré aux racines de
I'unité et polynémes cyclotomiques. On donne notamment la définition d’un polynéme
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cyclotomique et on montre qu’ils sont dans Z[X] et irréductibles dans Q[X].

Dans une troisiéme partie on s’intéresse aux polyndémes symétriques élémentaires avec
tout d’abord les premicres définitions ainsi que les relations coefficients/racines. On
donne ainsi la définition d’un polynéme symétrique et d’un polyndéme symétrique
élémentaire et on termine par les relations coefficients/racines ainsi que quelques
exemples. Dans une deuxiéme sous-partie, on parle du théoréme en structure en
donnant son énoncé ainsi qu'un exemple et le théoréme de Kronecker.

Enfin, on consacre une derniére partie aux liens entre cette legon et la réduction.
Tout d’abord on regarde tout particuliérement le lien avec la diagonalisation et la
trigonalisation en montrant tout d’abord que les valeurs propres sont exactement les
racines du polynome caractéristique puis on donne des critéres de diagonalisation et
de trigonalisation en fonction du polynéme minimal et caractéristique ainsi qu’une
application avec les matrices circulantes. On conclut finalement cette partie et cette
legon avec la localisation des valeurs propres d’une matrice et des racines d’un polynéme
grace aux disques de Gerschgorin qui permettent d’énoncer le théoréme de Gerschgorin
puis on conclut avec un encadrement du module d’une racine d’un polyndéme complexe.

Plan général

I - Généralités
1 - Racine d’un polynéme
2 - Multiplicité d’une racine
3 - Cas réel et complexe

II - Extension de corps
1 - Elément algébrique
2 - Corps de rupture et de décomposition
3 - Irréductibilité de polyndmes et racines
4 - Racines de 'unité et polynémes cyclotomiques

IIT - Polynémes symétriques élémentaires
1 - Définitions et relation coefficients/racines
2 - Théoréme de structure

IV - Application a la réduction
1 - Lien avec la diagonalisation et la trigonalisation
2 - Localisation de valeurs propres et racines

Cours détaillé

I Généralités
Dans toute cette partie, on considére un corps commutatif K quelconque.

I.1 Racine d’un polynoéme

Définition 1 : Racine d’un polyndéme [Deschamps, p.897] :
On considére un polyndome P € K[X].
On dit qu’un élément « € K est une racine de P (dans K) lorsque P(x) = Ok.

Proposition 2 : [Deschamps, p.897]
Soit P € K[X].
Un élément a € K est racine de P si, et seulement si, (X — «) divise P.

Corollaire 3 : [Deschamps, p.898|

Soit n € N.

Un polynéme de K[X] degré n admet au plus n racines distinctes.

En particulier, un polynéme de K,[X] admettant au moins n + 1 racines deux a
deux distinctes est le polynome nul.

Corollaire 4 : [Deschamps, p.899]

Soient n € N et P € K[X].

Si P est de degré n et admet n racines deux a deux distinctes notées ai, ..., ap,
alors on a :

PX) =[] (X — )
i=1
avec A le coefficient dominant de P.

Exemple 5 : [Deschamps, p.899]
Pour n € N*, le polynoéme unitaire X™ — 1 € C[X] posséde n racines distinctes qui
sont les racines n-iémes de 'unité. On a donc :

n—1

x"—1=T] (Xfem:f”)

k=0
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1.2 Multiplicité d’une racine

Définition 6 : Ordre de multiplicité d’une racine [Deschamps, p.902] :
On considére P € K[X] un polynoéme non nul et a € K une racine de P.

On appelle ordre de multiplicité de a le plus grand entier naturel p tel que
(X — a)? divise P. On dit alors que « est une racine d’ordre p de P.

Remarque 7 : [Deschamps, p.903]
Si « est racine d’ordre p d’un polynéme non nul P € K[X], alors (X — a)? divise
P et (X — a)P™ ne divise pas P.

Exemple 8 : [Deschamps, p.904]
Le polynome (X — 1)(X +1)%(X — 2)® posséde 3 racines distinctes (-1,1 et 2) et 6
racines comptées avec multiplicité (-1,1,1,2,2 et 2).

Proposition 9 : [Deschamps, p.904]

Soit n € N.

Un polynoéme de degré n admet au plus n racines distinctes comptées avec multi-
plicité.

Exemple 10 :

* Le polynome X® +2X + 1 admet au plus 3 racines dans C[X].

* La proposition précédente devient fausse dans le cas d’'un anneau non intégre.
En effet, le polynome P(X) = 4X € Z/8Z[X] admet trois racines (0,2,4) mais
n’est que de degré 1.

Corollaire 11 : [Deschamps, p.904]

Soit P un polynéme non nul de K[X].

Si aa, ..., ap sont p racines deux & deux distinctes de P et d’ordre respectivement
égal & r1,...,1p et si deg(P) = >  ry, alors :

P(X) = ,\H (X —a;)

avec A le coefficient dominant de P.

Définition 12 : Polynéme dérivé [Deschamps, p.906] :
On considére P(X) = Y7 _, arX".
On appelle polynéme dérivé de P le polynome P'(X) =7, kapXF1.

Proposition 13 : Formule de Taylor [Deschamps, p.908] :
Soient P € K[X] et o € K.

Si car(K) = 0, alors on a P(X) = 3723 0@ (x )k,

Corollaire 14 : [Deschamps, p.909]
Soient P € K[X], o € Ket r € N*.
Si car(K) = 0, alors « est racine de P d’ordre 7 si, et seulement si, on a :

P(a)=P'(a)=...= P" VY(a)=0et P (a) # 0k

Remarque 15 :
En caractéristique non nulle, le corollaire précédent devient faux. En effet, dans
Z/3Z, 0 est racine d’ordre 3 de X® mais pP® (6) =0.

1.3 Cas réel et complexe

Tout polynéme non constant de C[X| admet au moins une racine dans C (autrement
dit, C est algébriquement clos (cf. df. 25)).

Proposition 17 : [Deschamps, p.910]

Soit P un polynéme non nul & coefficients complexes.

Si a1, ...,ap sont les racines complexes deux a deux distinctes de P et r1,...,7p
leurs ordres de multiplicité respectifs, alors on a :

P(X) = Af[ (X—ak)rk

k=1
avec A le coefficient dominant de P.

Exemple 18 : [Deschamps, p.911]
Le polynoéme X% 4+ X 41 divise le polynoéme X8+ X441,

Proposition 19 : [Deschamps, p.911]
Tout polyndme non nul P de R[X] peut s’écrire sous la forme :

» q
PX) =AM (X =) [T (X? + BeX + )
j=1 k=1
ol p et ¢ sont deux entiers naturels, A un réel, les r; et s; sont des entiers naturels
non nuls et les a;, B et vy, sont des réels avec 5,% — 4y, < 0.

Exemple 20 : [Deschamps, p.911]
Dans R[X], on a :

X4+1:(X2+\/§X+1) (XQ—\/§X+1)
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II Extension de corps

I1.1 Elément algébrique

Définition 21 : Elément algébrique/transcendant [Perrin, p.66] :

On considére une extension de corps L/K, a € L ainsi que le morphisme ¢ :
K[T] — L tel que |k =1dk et o(T) = a.

* Lorsque ¢ est injectif, il n'y a que le polynéme nul qui s’annule en «. On dit
alors que « est transcendant sur K.

x Lorsque ¢ n’est pas injectif, il existe uo € K[T] non nul unitaire tel que
Ker(¢) = (). On dit alors que « est algébrique sur K et que uqo est le poly-
néme minimal de a sur K.

[Perrin, p.66]

* Les nombres v/2, i et ¥/2 sont algébriques sur Q de polynémes minimaux respectifs
X2 -2 X?+1let X3—-2.
* Les nombres 7 et e sont transcendants sur Q (mais pas sur R) [ADMIS].

Exemple 22 :

Proposition 23 : Caractérisation des éléments algébriques [Perrin, p.66] :

Soient L/K une extension de corps et a € L.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

* «a est algébrique sur K. % On a Kla] = K(a).

* On a dimk K[a] < 400 (plus précisément, dimk K[a] = deg(ua)).

* Il existe un unique polynéme p, € K[X] unitaire et irréductible dans K[X] tel
que pa(a) = Ok.

* K(a) = Vectk (1k, o, a2, ..., qde8Ha) =1y,

Définition 24 : Extension finie/algébrique [Perrin, p.67] :

On considére une extension de corps L/K.

On dit que L/K est une extension algébrique lorsque tout élément de L est
algébrique sur K.

Définition 25 : Corps algébriquement clos [Perrin, p.67] :

On considére un corps K commutatif quelconque.

On dit que K est un corps algébriquement clos lorsqu’il vérifie 'une des pro-
priétés équivalentes suivantes :

* Tout polyndéme P € K[X] de degré strictement positif admet une racine dans K.
* Tout polynéme P € K[X] est produit de polynémes de degré 1.

* Les éléments irréductibles de K[X] sont exactement les X — a avec a € K.

* Si une extension L/K est algébrique, alors L = K.

I1.2 Corps de rupture et de décomposition

Dans toute cette sous-partie, on considére un corps commutatif K quelconque.

Définition 26 : Corps de rupture [Perrin, p.70] :

On considére P € K[X] un polynéme irréductible dans K[X].

Une extension de corps L/K est appelée corps de rupture de P sur K lorsque
L est monogeéne L = K(«), avec P(a) = 0.

Soit P € K[X] irréductible.

Il existe un corps de rupture de P sur K, unique & isomorphisme preés.

De plus, K[X]/(P) est un corps de rupture de P (si on note « la classe de X dans
K[X]/(P), on a P(X) congru a 0 modulo P(X), c’est-a-dire P(a) = 0. Ainsi, « est
une racine de P dans K[X]/(P)).

Définition 28 : Corps de décomposition [Perrin, p.71] :

On considére P € K[X].

Une extension de corps L/K est appelée corps de décomposition de P sur K
lorsque dans L[X], P est produit de facteurs de degrés 1 et que le corps L est
minimal pour cette propriété.

Exemple 29 :
* Pour K=Q, P(X) = X® — 2 a pour corps de décomposition Q (\5/5,])
* Pour K= Q, P(X) = X" — 2 a pour corps de décomposition Q (v/2,4).

Pour tout P € K[X], il existe un corps de décomposition de P sur K et il est unique
& isomorphisme prés.

Soient p un nombre premier et n € N*.

Si on pose ¢ = p", alors il existe un corps K a ¢ éléments (c’est le corps de
décomposition du polynoéme X9 — X sur Fp).

En particulier, K est unique & isomorphisme prés et on le note F,.

I1.3 Irréductibilité de polynémes et racines

Dans toute cette sous-partie, on considére A un anneau factoriel et commutatif.

Définition 32 : Polyndéme irréductible [Perrin, p.46] :

Un polynéme P € A[X] est un polynéme irréductible lorsque P ¢ A* et ses
seuls diviseurs dans A[X] sont les éléments inversibles de A[X] et les associés du
polynéme P.
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Proposition 33 : Critére de réduction [Perrin, p.77] :

Soient I un idéal premier de A et P € A[X] unitaire.

Si@, # 0dans A/I et si P est irréductible sur A/I ou Frac(A/I), alors le polynéme
P est irréductible sur Frac(A).

Exemple 34 : [Perrin, p.77]

Le polynéme X3 4462X2 +2433X — 67691 est irréductible dans Q[X] par le critére
de réduction.

Proposition 35 : [Perrin, p.78]

Soit P € K[X] de degré n > 0.

P est irréductible sur K si, et seulement si, P n’a pas de racines dans toute extension
L de K qui vérifie [L : K] < 3.

Exemple 36 : [Perrin, p.78]
Le polynéme X* + X + 1 est irréductible sur Fo.

Proposition 37 : [Deschamps, p.14]

Soient K un corps commutatif et P € K[X].

x Si deg(P) = 1, alors P est irréductible.

* Si deg(P) > 1 et P est irréductible, alors P n’a pas de racines dans K.

* Si deg(P) € {2;3}, alors P est irréductible dans K[X] si, et seulement si, P n’a
pas de racines dans K.

Exemple 38 : [Deschamps, p.15]

* Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polynomes de degré 1.

* Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynémes de degré 1 et les poly-
noémes de degré 2 a discriminant strictement négatifs.

* Le polynome (X2 +1)? € Q[X] n’a pas de racines dans Q mais n’est pas irréduc-
tible.

* Le polyndome 2X n’est pas irréductible dans Z[X].

I1.4 Racines de 'unité et polynémes cyclotomiques

Dans toute cette sous-partie, on suppose que K est un corps commutatif de caracté-
ristique p, on note puy,(K) = {¢ € K tq " = 1} 'ensemble des racines n-iémes de 'unité
dans K et on suppose que PGCD(p,n) = 1.

Définition 39 : Racine primitive n-iéme de I'unité [Perrin, p.80] :

On considére P(X) = X" — 1 et K,, un corps de décomposition de P.

On appelle racine primitive n-iéme de 1’unité, tout élément ¢ € K,, tel que
¢"™ =1 et pour tout d € [1;n — 1], ¢* # 1 (et on note yu},(K) cet ensemble).

Définition 40 : n-iéme polyndéme cyclotomique [Perrin, p.80] :
On appelle n-iéme polynéme cyclotomique sur K le polynome :

1 x-¢

Ceps (K)

D, k(X) =

Exemple 41 : [Perrin, p.81]
Sur Q, on a :
P(X)=X -1, 0(X) =X +1,05(X) = X>+ X +1et &y(X)=X?+1.

Proposition 42 : [Perrin, p.80]
On a la formule :

X" —1=]]®uo(X)
d|n

Développement 1 : [cf. PERRIN]

—

Le polynéme @, (X) est irréductible dans Q[X].

Corollaire 44 : [Perrin, p.83]
Si ¢ est une racine primitive n-iéme de 'unité dans un corps commutatif
de caractéristique nulle, alors son polynéme minimal sur Q est ®,q et

[Q(Q) : Q] = (n).

III Polyndémes symétriques élémentaires

Dans toute cette partie, on considére A un anneau commutatif.

IT1.1 Définitions et relation coefficients/racines

Définition 45 : Polyndéme symeétrique [Berhuy, p.433] :

On considére P € A[Xq, ..., X,].

On dit que P est un polyndme symétrique lorsque pour tout ¢ € &, on a
P(Xo(1), s Xomy) = P(X1, ..., Xn).

Exemple 46 : |[Berhuy, p.433]

x Sin =3, alors X1 + X2 + X3 est symétrique.

* Sin = 4, alors X1 + X2 + X3 n’est pas symétrique & cause par exemple de la
transposition (1 4).

* Sin = 3, alors X1 X2X3 est symétrique.
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Définition 47 : Somme de Newton :
On considére k € N.
On appelle somme de Newton de degré k£ en n variables, le polynome

M (X1, X)) = 3 XE
=1

Définition 48 : Polyndémes symétriques élémentaires [Berhuy, p.434] :
On considére k € N.
On définit le k-iéme polyndme symétrique (en n variables) par :

> - %

IC[1;n] €I 1<i) <...<ip<n
Card(I)=k

Uk(X1,...,Xn) = X”X%

Soit P = Y"7_, ar X* € K[X].

Si P est scindé de racines 1, ...,z (comptées avec multiplicité), alors on a pour
tout p € [1;n], on a op(z1, ..., Tn) = (—1)1”(1";—;?.

Exemple 50 : [Deschamps, p.906]

Pour n =2, on a:

P(X) = ao(X = 21)(X = 22) = ao(X* = (a1 + 22) X + 2122)
= (IO(X2 — al(xl,xg)X +0'2($17$2))

Exemple 51 : [Deschamps, p.906]
Les solutions du systéme :

r+y=3
2?49 =5

sont les couples (1,2) et (2,1).

I11.2 Théoréme de structure

Pour tout polynéme symétrique P € A[Xq, ..., X,], il existe un unique polyndéme
Q € AlTh,...,T] tel que P(X) = Q(o1,...,0n).
De plus, si P est de degré partiel égal a d, alors @ est de degré d.

Exemple 53 : [Berhuy, p.441 + 442]

¥SiP = XX+ X Xo+X2X 1+ X2X3+X2X1+X2X,, alorson a P = g102—303
et Q(T1,T2,T3) = T1T2 — 3T3

¥ 81 P =X+ X2+ X3, alors P=o0} — 209 et Q =T¢ — 2T%.

Soit P € Z[X] unitaire dont les racines complexes sont de module inférieur ou égal
al

Si P(0) # 0, alors toutes les racines de P sont des racines de 1'unité.

Soit P € Z[X] unitaire et irréductible.

Si toutes les racines complexes sont de module inférieur ou égal a 1, alors P(X) = X
ou P(X) = ®,(X) pour un certain k € N*.

IV Application a la réduction

Dans toute cette partie, on considére K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel
de dimension finie notée n € N*, u € L(E) et M € M, (K) la matrice de v dans une

base B de E.

IV.1 Lien avec la diagonalisation et la trigonalisation

Définition 56 : Polyndéme caractéristique [Berhuy, p.946] :
On appelle polynéme caractéristique de M le polynéme x s € K[X] défini par
XM = det(XIn — M)

Un scalaire A est une valeur propre de M si, et seulement si, c’est une racine du
polynéme caractéristique de M.

Définition 58 : Polyndéme minimal [Berhuy, p.945] :
On appelle polynéme minimal de u (noté m,) 'unique polynome unitaire de
K[X] tel que :

(VP € K[X], P(u) =0) < (mu|P)

Le polynome caractéristique de u annule u, c’est-a-dire x.(u) = 0.
En particulier, m,, divise x.

Proposition 60 : [Deschamps, p.88 + 102]

Si Spk(u) = {A1, ..., A\p} ot les A1, ..., Ap sont distincts deux a deux, alors les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

* u est diagonalisable.

* u posséde un polynéme annulateur scindé & racines simples.

* T, est scindé a racines simples.
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Exemple 61 : [Deschamps, p.98]
Soient P = X" + ZZ;S ar X" et la matrice :

00 -~ --- 0 —ag

10 - v 0 —m
o L

00 - 1 0 —apo

00 - 0 1 —ap,

On a alors xcp = mcp = P.

Définition 62 : Matrice circulante [Gourdon, p.190] :

On appelle matrice circulante toute matrice carrée telle que 'on passe d’une
ligne & la suivante par décalage & droite des coefficients de fagon circulaire. Une
matrice circulante C' de taille n s’écrit donc :

a1 as . an
an ai e An—1
C =
az az - ai

ou ai,az, ..., an sont des nombres complexes.

Développement 2 : [cf. GOURDON + CALDERO]

—

Proposition 63 : [Gourdon, p.153]

n—1 n—1
Sil’on note P = Z ar X" et w= 627, alors det(C) = H P (wl)
k=0 i=0

Proposition 64 : [Caldero, p.45]

Soient P un polygone du plan complexe dont les sommets sont notés
Z1y ...y Zn €t a,b €]0; 1] tels que a + b = 1.

Sil’on définit par récurrence la suite (P )ren par Po = P et Pyy1 = Bop(P)
le polygone (2;)ic1;n] avec z; = az;+bziy1, alors la suite (Py)ren converge
vers l'isobarycentre de P.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
* u est trigonalisable.  * u posséde un polynéme annulateur scindé.
* Le polynéme minimal de u est scindé.

Corollaire 66 : [Rombaldi, p.676]
Si u est trigonalisable, alors la trace de u est égale & la somme des valeurs propres
de u et le déterminant de w est égal au produit des valeurs propres de u.

IV.2 Localisation de valeurs propres et racines

Dans toute cette sous-partie, on écrit M = (mj j)i1<i,j<n € Mn(C).

Définition 67 : Disques de Gerschgorin d’une matrice [Rombaldi, p.650] :
On appelle disques de Gerschgorin de M les disques fermés D; (M) définis par :

Vi € [1;n], Di(M) =D (mis, Ri(M)), avec Ri(M) =" _ |mi ;|
j=1
jAi

Définition 68 : Matrice & diagonale strictement dominante [Rombaldi, p.651] :
La matrice M est une matrice a diagonale strictement dominante lorsque :

n
Vi€ [1;n], lai] > lail
=1

A

L’ensemble des valeurs propres d’'une matrice carrée complexe est inclus dans la
réunion de ses disques de Gerschgorin.

Proposition 70 : [Rombaldi, p.651]

Si 'on pose L = max {R;(M)+m;;} et C = max {R; (M) + m,;}, alors
i€[1;n] Jjetin]

pour toute valeur propre complexe A de M, on a |A| < min(L, C).

Si M est une matrice complexe a diagonale strictement dominante, alors M est
inversible.

Exemple 72 :
341 —1,5 0 1,5¢
. 0,5 4 1 0,5t . .
La matrice A = V2 V2 243i 0 € My4(C) est inversible.
) 1 7 47
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Proposition 73 :

n
Soient P := Zaka de degré n € N* et z € C.
k=0
Si z est racine de P, alors on a ’encadrement :

|ao] max (|aol, 1] + |an], ..., |an—1] + |an])

<z <

max(\a1|+\ao|,...,\an,1|+\ao|,\an|) |an|

Remarques sur la legcon

— 11 est bon de connaitre I’algorithme de Waring concernant les polynémes symé-
triques élémentaires ainsi que 'utilisation concréte du théoréme de structure.

— On peut parler du résultant de maniére générale (matrice de Sylvester, résultant
comme polynéme sur Z, résultant de deux polynémes, etc.) ainsi que du discrimi-
nant.

— On peut aussi énoncer d’autres propriétés concernant la localisation de racines
comme le théoréme de Gauss-Lucas et le théoréme de Kronecker.

Liste des développements possibles
— Trréductibilité des polynomes cyclotomiques sur Q[X].
— Matrice circulante.
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